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Exercice N°1 : Limites de suites

L. a,,=(l—1) (1 — /)

T

WCurrigé

D’apres les limites des fonctions de références :
. 1 :
lim —=0et lim +n=+4o0
n=+occ T Tt = 400

Donc par somme et produit :

1
lim (— — 1) = —1
R n — lim a, =400

lim {l — /1) = —o00 par produit | i<+ oo
n—r+40oo

H;‘ — T

n? — 3n

@{Currigé

Pour tout entier naturel n non nul :

2. b, =

b" = = =

D’apres les limites des fonctions de références :

. 1 ) 1
lim —=0et lim —=0
n—+o00 N n—4oo 1N

1
lim (1 — —2) =1l 1
* Pour le numérateur : { »—*+ i = n (1 — _2) = 400
lim n=+oo agpaiint n
n——+o00

n—+oo n

* Pour le dénominateur: lim (1 — E) = il

* Etdonc par quotient:| lim b, = 400
n—+oo

3. cp,=n—n

W’ Corrigé

Pour tout entier naturel n non nul :

Et donc

- 1
lim (1 =1

n—+too \/7_1 — llm Cn = oo
lim n=+4oc0 par produit | n——+oo

n—+oco
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4. d, = Vn2+sin’n

gf Corrigé

Pour tout entier 2, on a :

sin?n >0

Et la croissance de la fonction racine carrée sur R, implique que pour tout entier naturel n :
n2 +sin2n = n? = Vn2 +sin?2n > Vn2
Donc pour tout entier naturel n :
d, = Vn? +sin’n > Vn2 = |n| = n car n positif

Or lim n = +oo donc par théoréme de comparaison :
n——+oo

lim n=4+4co

LF=aPEE —| lm d, =+
dn >n n—+oo
2 .
n° -+ cosn
5. fu=—
n°- — cosn
WCorrigé
Pour tout entier naturel 7 non nul :
2 (1 cosn 1 Ccos
n2+cosn e ( + n2 ) + n2

n?2 —cosn

In=— = % cosTty CTOS T2
n (1-=57)

Or pour tout entier 72 non nul :
—1 cos 1
< <

n2Z — n2  n2
1
Or lim — = 0 donc par théoréme d’encadrement (ou des gendarmes) :
n—+oo T
1
lim — =0
n—+oc T
1 . COS 7L
lim — — = — lim =0
n=s+oc n2 n—o+too n2
=1l cosn _ 1 }
Fé — \E‘(dvecnél)
Et donc par somme et quotient :
. COs 1y cosn
11111 1+ =1 1+ ]
n——+oco 72 = i —_r__ — ] =1
lim 1 — cosn =1l par quotient n~1>1}rloo 1 — cosire nilﬂl}oc Fn
n—r+oo n2 n?
5 _ G
6 9= F1
¢}yCorrigé
Pour tout entier 72 :
5 " 5 "
6™ —1 - =1l =
5" — 6" “\s \s
9n = 6" — 1 = I\ = 1IN
6m (1 + | = 1+ | =
( (ﬁ) ) (6)
Or d’apres le cours sur les limite de suites géométriques de terme général g™ on a :
5 5\"
* puisque —1 < (E) < 1 alors ngr}gx (E) =0;
. is 1< L < 1 alors li ! "_0
puisque 6 b-n%lr}floc- 6 = 0.
Et donc par somme et quotient :
= n
lim —1+(%) =1
nohee ” — lim g, = —1
5 1 par quotient | n—+—+oc
lim 1+ (—) =1
n——+oc 6
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Exercice N°2 :
{g/’ Corrigé
1. [2 points] Soit pour n entier fixé, P(n) la propriété :

«l <up <

* Initialisation (0,25) : u; = 3 et us = V5.

donc P(1) est vraie.

» Hérédité (1.5) : On suppose que pour un entier n = 1, P(n) est vraie et on cherche & prouver que
P(n + 1) est encore vraie.

D’apres I"hypothése de récurrence (HR), pour n entier fixé :

1€ €U €3=—=2<2u,; <2u, €6
= 1< 2,41 —1<2u,—1<5
= 1< U1 — 1 <V2u, —1<V5

car la fonction racine est croissante sur [1 ; 5]

=1< Up4+2 K Untl < V/{.—l <3

* Conclusion (-0.25) : 1a propriété est vraie au rang 1 et héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier n.
Pour tout entier n = 1,

1< U1 € uUp < 3|.

2. [0,5 point] Que peut-on en déduire (soyez le plus précis possible) ?
La suite (u,,) est minorée par 1 et décroissante donc d’apres le théoreme de convergence monotone elle est
convergente vers une limite ¢ = 1. D’apres 1’inégalité démontrée, on a méme 1 < ¢ < 3.

Exercice N°3 :
1) Initialisation : n =0, #y =0 donc 0 < up < 4. La proposition est initialisée.
Hérédité : Soit n € N, supposons que 0 < u, <4, montrons que 0 < u,,1 <4

HR O<u,<4 & 0<3u,<12 & 4<3u,+4<16

Comme la fonction racine carrée est croissante que R,

V4 < V3u, +4< V16 < 0<2<u,, <4 Laproposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité : ¥Yne N, 0 < u, < 4.
2) a) 2, —ut=u,+4—ud=—-ut+3u,+4
or —(u, + 1) u, —4) = -1 +4u, —u, +4 = -1 +3u, +4
Donc w2, —u2 = —(u, + 1)(u, — 4).

b) D’apres laquestion 1) :VneN, O0<u, <4 = u,+1>0et u,-4<0
On en déduit que —(u, + 1)(u, -4) 20 © um] >0 & u b 2 u
Comme la fonction racine est croissante sur R,, ona u,, = u,

La suite (u,) est croissante. rafmaths.com
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3) La suite (u,) est croissante et majorée par 4, d’apres le théoréme des suites monotone,
la suite (u,) est convergente vers £.

Ce théoreme ne permet pas de déterminer la limite donc on ne peut affirmer que ¢ = 4.

On peut seulement affirmer que 0 < £ < 4.

2 2a
) +d=C & 3+4=0 o —L+30+4=0 & —(+1)((-4)=0.
¢ = —1 ne convient pas car £ > 0, seule la solution £ = 4 convient.

La suite (u,) converge vers 4.
Exercice N°4 :

1) a) VneN, 1<u,<?2.
Initialisation : #y = 2 donc 1 <y, < 2. La proposition est initialisée.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que 1 < u, <2, montrons que 1 < u,, < 2.
1 1 1

t‘ : < n< < n 1< _< <_
Par hypothése: 1<u, <2 & 2<u,+ 3 & 390w €3 &
4<1+ 1 <3 = 1<4< <3<2
35 T T+u, 2 g - mLSE S

La proposition est héréditaire.

Conclusion : Par initialisation et hérédit¢ Yne N, 1 <u, <2.

b) Si la suite u, converge vers £, on ne peut rien dire quant a sa valeur. On peut
simplement dire que 1 < ¢ <2

1
2 L =) & €=1+1—+€ e +0)=1+¢+1 & (+£=2+¢ &
=2 & 61=Y2ou b=-v2
Comme 1< <2, onendéduitque £= V2
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