[ Terminale J[ Correction Série 2 : Limites et continuité ][ OMRI Rafik ]

Exercice N°1 :

1. lim 2?3z = lim 2= +oo d'aprés la limite des termes de plus haut degré.

r—r+oo T—++00
lim +/z = +oo.
r—r+00
Donc lim f(z)= +o0
I—1+00

1—x
2. lim 1-z =2et lim = 0" parconséquent lim = 400.
-1t z——1+ z—=—1t14+x
lim /z =+o0
r—+00

Donc lim1+ f(z) =+o00

1 1
3. im — =0donc lim 1+ — =1

z——00 2 T——00 2
1
limyz =1donc lim 4/1+ — =1.
r—1 T——00 ;}32
Deplus lim == —o0
r——00

Donc par produit, lim f(z) = —o0

T——00

Exercice N°2 :

1. Nous sommes en présence de la forme indéterminée “oco—co”. Pour lever cette indétermination, nous allons utiliser
I'expression conjuguée.

fl@) = Va2 +1-va2 — 1

2 1 2_1
 (VaTri-varo1)x YEELIHVE
Va2 1422 -1

22+ 1 — (22— 1)
Vae+ 1+ Va2 -1

2
Vel +1++vVz2 -1

Or lim vz2+4+1= lim vz2—1=+40c0

T—++00 T—r+00
Donc lim +z2+ 14+ +/x2 -1 = +oo
r—++00
2
Par conséquent lim vz2+1— vz2 - 1= lim =0
00 zo4o0 /2 11 /22 — 1

2. On procede de la méme maniére. Pour x > 0

fle)=vVa?+4z — =z
_ (\/$2+4$_$) % M

Val+dz +z

z2 + dz—a?

vri4dz+x



4z

vzi4dz +x

B 4x
/ 4
A1+ —+x
T
B 4
4
1+—+1
T
) 4 . . 4 4
Or lim 1+ —=1donc lim vz?+dzr—2r= lim — = — =2
T—+00 T T—r+00 r—+00 4 2
1+—+1
T

La ligne 4 étant de la forme — nous sommes encore en présence d’'une forme indéterminée.
o0

3 2
. . . oz 2rf —x — 2 ,
3. Le numérateur et le dénominateur de la fraction 24 s'annulent en —2. On va donc factoriser chacune de
iE R

ces expressions parz — (—2) = z + 2.
Cherchons dans un premier temps des réels b et ¢ tels que :
224222 2= (z+2)(2? + bz +¢)

= 2%+ 2b2® + cx + 22 + 2bx + 2¢ .

=23+ (26 + 2)z2 + (¢ + 2b)z + 2¢
Procédons maintenant par identification :
2b+2 =2
[b=0
] ct+2=-1= ]
| c=—1
2c = =2
Ainsiz® + 22° —x — 2= (z + 2)(z>1)

Factorisons maintenant le dénominateur :
>4 = (z — 2)(z + 2)

34222 -2 -2 2)(x? — 1 2_1
Ainsi,poura:;é—Q,onam tiz'—z _ (z+2)(z ) =

x2 4 (x—2)(x+2) x-2°
Donc :
L 42— —2 ) 2 —1 3
lim — lim ——
z——2 r2_4 z——2 x — 2 4

. De nouveau le numérateur et le dénominateur s’annulent en 3. On va donc de nouveau factoriser ces expressions.

V3z—3  \3yz- V3

r—3 r—3

V3 (v —3)
r—3

V3 (va - v3)
(va—v3) (va+v3)




Exercice N°3 :

Sur lintervalle | — oo; —2[, on f(z) < —5. Par conséquent, sur cet intervalle, I'équation f(z) = 0 ne posséde pas de soution.

La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—2; +oo].
f(—2) = —8et xll}grnxf(m) =50r0¢&]—8;5[.
Par conséquent, d'aprés le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires) I'équation f(z) = 0

posséde une unique solution sur | — 2; +o0|.

Par conséquent, I'équation f(xz) = 0 ne posséde qu'une seule solution sur R.

Exercice N°4 :

La fonction f est continue et strictement croissante sur | — oo; —2|.
lim flx)=-1letf(—-2)=2.0r0 ] —1;2[.
D’apres le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermediaires) I'équation f(m) — 0 posséde une

unique solution sur | — oo; —2.

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [—2; 4].
f(—2)=2et f(4) = —-3.0r0 €] — 3;2[.

D'apres le théoréme de la bijection I'équation f(z) = 0 posséde une unique solution sur | — 2; 4].

Sur [4; +oco[ona f(z) < —1.

L'équation f(z) = 0 ne posséde donc pas de solution sur |4; +ool.

On déduit de cette étude que I'équation f(:r) = 0 posséde donc deux solutions sur R (on a en prime des intervalles dans
lesquelles elles se trouvent).

Exercice N°5 :
Pour tout & €] — co; —3[U] — 3;5[, ona f(x) < 1. L'équation f(z) = 1 ne posséde donc aucune solution sur cette réunion
d'intervalles.

Ona f(—3) = 1. —3 est donc une solution de I'équation f(z) = 1.

La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [5; +oo].

f(—5) = —3et 11)1_]3 f(x) = +00.0r1 €] — 3;4o00.




Draprés le théoreme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires) I'équation f(m) = 1 posséde une
unigue solution sur [5; +o0].

L'étude précédente nous permet donc de dire que I'équation f(x) = 1 posséde deux solutions sur R : —3 et un réel appartenant &
15; +o0l.

Exercice N°6 :

1. La fonction f est une fonction polynéme définie sur R. Elle est donc dérivable sur RR.
Pourtoutz € Rona f'(z) = 322 — 2z + 1
Etudions le signe de cette expression: A = (—2)2 -4 x3=-8<0
Par conséquent, f'(x) est du signe de 3 et f’(z) > 0 pour tout z € R.
On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

fx) +

f(x) -~

D’aprés la limite des termes de plus haut degré on a :
lim f(z)= lim z®=
r—+—00 r——00

. _ . 3 _
A, o) = B 7 = oo

—oo et

2. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur | — oo; +oo|.
Deplus lim f(z) = —ooet lim f(z)=+o0
T—r—00 T—+00

Par conséquent, d’aprés le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires) I'équation
f(z) = 0 posséde une unique solution sur R.

3. Alaide du mode table de la calculatrice, on obtient : —0,82 < a < —0, 81.

Exercice N°7 :

1. D’aprés la limite des termes de plus haut degré on a :

2 3
lim f(z)= lim 2 et
r——00 r——o0 3
2 3
lim f(z)= lim = i
T—+00 z—+o0 3

2. La fonction f est une fonction polynéme. Elle est donc dérivable sur R et, pourtout z € Ron a:

fllz)=22*—2z—1

Etudions le signe de cette expression : A = (—1)2 —4 x 2 x (=1) =9 > 0.

1—+9 1 1++9

Elle posséde donc deux racines : 1 = T = —E etxy = T =1

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :




|.

7

I
o | =

f'(x) + Q -

flx) "2 T

1 13
3. Pour tout z > —5ona flz) = % 0 donc I'équation f(z) = 0 ne posséde pas de solution sur [—1; +oo].

1
4. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur | —oc; 3|

1 79 79
li — —etf(—=)=—.0r0¢ |—oco; — |.
Jm f(@) = —oce f( 2) 24 E} o 24[
D’apres le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermeédiaires), I'équation f(:r;) — 0 posséde une
1
unigque solution sur} —00; — 2 [

L'équation f(w) = 0 posséde donc une unigue solution sur R.

5. En utilisant le menu fable de la calculatrice on trouve —1,70 < a < —1,69

Exercice N°8 :

1. La fonction g est une somme de fonctions dérivables sur |0; +oo[. Elle est donc également dérivable sur cet intervalle.

6 i—ﬁ:—gfﬁﬁ
2Vz vz vz

d'(x) est donc du signe de 9 — 6+/z.
Or

9— 64z >0 9> 6z
9

@E>\/E
3

‘{=>§>\/5

<:>g>w>0
4

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

e
. P

g'(r) + ] -

|
-1 [

glx) — T




T T NE T
15
O lim — lim — =0
T—+00 r T—too I
1
Donc lim 18— — 6+ — =—6et lim g(z) = —o0
r—+00 T i T—+00

9
2. Sur l'intervalle [0; Z] ona g(x) = 15. Par conséquent 'équation g(z) = 0 n'a pas de solution sur cet intervalle.

9
La fonction g est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur [Z’ +oo [

9 57 . 57
De plus g (4) = —-et lim g(z)= —o0.Donc0 € } 005 - [

D'aprés le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires) I'équation g(z) = 0 posséde
donc une unique solution.

Finalement, I'équation g(z) = 0 posséde une unique solution sur [0; +oo].
3. Al'aide du menu table de la calculatrice on trouve 13,53 < a < 13, 54.

4. Cela signifie donc que :

glr) + O —

5. La fonction f est une somme et un produit de fonctions dérivables sur ]0; +oo].
Ona:

Fe) =9—2vz + 2

2V

18y/z — 4z + 152z
2V

18,/z — 6z + 15
20z

g(z)

2V

6. Le signe de f'(x) ne dépend donc que de celui de ¢'(x) (que nous avons étudié a la question 3).
On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

) 0 x 400
g(x) + ﬂ -
f'(x) + o -
fla) .
f(z) _ ~——_
0" " —o0




£(0) = 0 i
f(z) =9z + (15 — 2z)v/z

= Oz + 15v/z — 2z+/z

(B

=z ( \/m 1—5 2)
Ainsi lim f(z) =

r—¥t+oo




