[ Terminale J[ Série 1 : Convexité ][ OMRI Rafik ]

Exercice N°1 :

xercice 2 Soit f la fonction définie sur IR par 'expression f(z) = (3 — z)e® + 1.

1. Ona f=wv+1, avec u(r) = 3 — x donc v/(r) = —1, et v(x) = * donc v'(z) = e”.
On trouve donc f" = u'v + uwv' + 0, soit f'(zr) = —e* + (3 — x)e” = (2 — x)e”.

e’ donc v'(x) = €e*.

On recommence : f' = uv, avec u(r) = 2 — x donc u/(r) = —1, et v(x) =
T = (1 —z)e”.

On trouve donc (') = f" = v'v + uv/, soit f"(x) = —e* + (2 — x)e

. Les variations de f sont données par le signe de sa dérivée [’ :

€T —00
2—x +

e’ +
f'(z) +

f a ¢

. [ est continue sur IR, donc aussi sur [3;4] ot elle est strictement décroissante, avec de plus f(3) =
1>0et f(4) = —€'"+1<0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (ou plus précisément ici de la bijection), ’équation
f(x) = 0 admet donc une unique solution a € [3; 4].

ca) Tiy=f(3)(x—3)+ f(3) =—€*(z —3) + 1,

b) T coupe I'axe des abscisses a abscisse = tellequey = 0 < —e3(z—3)+1 =0 < z =3+e 3

¢) La convexité de f est donnée par le signe de sa dérivée seconde :

T —00 1 +0o0
1—=x + 0 —
e’ + | +
f"(x) + 0 —
Ainsi, [ est convexe sur } — 00; 1[ et concave sur ]1; —I—oo[.

d) On a a € [3;4], or f est concave sur cet intervalle, et donc f y est au-dessous de ses tangentes.
En particulier, le point («; f(a)) de la courbe (avec f(a) = 0) est en-dessous du point de la
tangente T au point d’abscisse « :
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Exercice N°2 :
Partie A.
1. Ona h(0) = g(—0) = ¢g(0) = L.

2. La fonction h est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et, pour tout
réel z, I'(z) = —¢'(—z) = —(—g(—2)) = g(—z) = h(z).
3. L'unique fonction f dérivable sur R telle que f(0) = 1 et f' = f est le fonction

exponentielle done, d’apres les questions précédentes, pour tout réel z, h(z) = e*. On en
T

déduit que, pour tout réel z, g(x) = h(—z) = e *.

Partie B.
1. a. Pour tout réel z, [f'(x))* — [f(z)]> = 1 done [f'(z)]* = [f(x)]* + 1. Comme le carré
d’'un réel est positif ou nul, on en déduit que, pour tout réel z, [f’(:c)]2 > 1. En
particulier, pour tout réel z, [f’(:a:‘)]2 # 0 donc f'(z) # 0.

b. Pour tout réel z, [f'(z)]* — gf(:c)]2 — 1 donc [f'(z)]>—1 = [f(z)]’. En particulier, pour
z =0, [f'(0)]> =1 =[f(0)]>. Or, par hypothese, f'(0) =1 donc [f(0))> =12 —1=0
et donc f(0) = 0.

2. Comme [ est deux fois dérivable sur R, les fonctions f? et f* sont dérivables sur R donc,
en dérivant ’égalité de (x), il vient : pour tout réel =, 2f"(z) f'(x) — 2f () f(x) =0 i.e.
2f"(z) f'(z) = 2f'(z) f(x). Or, pour tout réel z, 2f'(x) # 0 d’apres la question 1.a. donc,
pour tout réel x, f"(z) = f(x).

3. Onposeu=f'+fetv=f —f.

a. Onau(0)= f(0)+ f(0)=14+40=1et v0) = f(0)— f(0)=1—-0=—1.

b. Comme f et f’ sont dérivables sur R, u et v le sont aussi. De plus, v’ = (f'+ f) =
f"+f=f+f=uvetd=(f—f)=f"—f=f—f = —v car, d’apres la question
2. "=

c. La fonction u est une fonction dérivable sur R telle que u(0) = 1 et v’ = u done, par
théoreme, u = exp. De plus, v est une fonction dérivable sur R telle que v(0) =1 et
v’ = —v donc, d’apres la Partie A, v :z—— e ",

d. Soit x € R. Alors, f'(z) + f(z) = e* et f'(z) — f(z) = e * donc, en soustrayant
membre & membre ces deux égalités, il vient f'(z) + f(z) — (f'(z) — f(z)) =e* —e™®
ie 2f(zx) =¢e* —e ",

On conclut donc que, pour tout réel z, f(x) =

Partie C.
1. Pour tout réel z, on sait que f”(z) = f(x). Ainsi, pour tout réel x,

e’ —e™ "

5 >0 —e 20 z2er2 g 2r 201 >=0.

fx)z0&
Ainsi, f”(x) = 0 pour tout z € [0;+oo| et f”(x) < 0 pour tout = € [—o0 ;0.
On en déduit que f est concave sur [—oo;0[ et convexe sur [0;+oo[. La courbe de f

présente donc un point d’inflexion a ’abscisse 0 i.e. au point de coordonnées (0;0).

2. Par théoréme, lim e® = +o00. De plus, lim —z = —co et lim e* = 0 donc, par
r—+00 r—+00 X——oo

composition, liI_I|_1 e * = (. Par différence et quotient par une constante positive, on en
T—

le @]
déduit que lim f(x) = 4o0.
r—r+00
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Par théoréme, lim e = 0. De plus, lim —r = 400 et lim e* = 400 donc, par
T—r—00 T——00 X—+o00

—Ir __

composition, lim e * = +o00. Par différence et quotient par une constante positive, on

T——00

en déduit que ll;r_n flz) = —.

elr _ _e—.r e.r _'_ e—x ] )
3. Pour tout réel z, f'(x) = ( ) = . Comme la fonction exponentielle est

a valeurs strictement positives, on en déduit que, pour tout réel =, f'(x) > 0. Ainsi, [ est
strictement croissante sur R.

On aboutit donc au tableau de variation suivant :

T —00 +o0

Variation
de f

4. Soit m un nombre réel.

a. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur R. De plus,
= }1_1201 f 1_|1_1£ f[ donc, par le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, il
existe un unique réel «,, tel que f(a,,) = m.
Ainsi, «,, est I'unique solution de I’équation f(x) = m dans R.

b. Pour tout réel z, [f'(x)]* — [f(z)]® = 1 donc, en particulier, [f'(c.,)]* — [f(am)]® =
ie. [f'(am)]? —m? = 1 donc [f’(am)]2 = m? + 1. Or, on a vu que, pour tout reel
z, f'(x) > 0 donc f'(ay,) = vVm De plus, on a vu que, pour tout réel x,
e’ =u(x) = f'(z) + f(x) donc e = f (o:m) + flag,) ie. €™ =m+vm

Qi —Qim

Autre méthode. Par définition, % = m donc e*m — e % = 2m i.e. e

2m — e~ = (. En multipliant par e®", on en déduit que e?*m — 2me®" — 1 = 0.

Qg

Ainsi, e®™ est solution de 1’équation du second degré X? —2mX — 1 = 0.
Le discriminant de cette équation est A = (—2m)? —4 x 1 x (—=1) = 4m? + 4 =
4(m? + 1) > donc cette équation posséde deux solutions réelles :

X2:

—(—2m) — /4(m2 +1 9 — 2/ m2 + 1

et

—(—2m) + /4(m? + 1 2 2v/m2 + 1
- LDy I VT

2x1

Or m?+1> m2 donc par stricte croissance de la fonction racine carrée sur [0; 400/,

vm2 +1>vm?2=|m)| > m donc X, < 0. Mais, par ailleurs, e*” > 0 donc on conclut
que eam:ngm—}—\/ .

Partie D. Comme f et k sont dérivables sur R, f o k est dérivable sur R. De plus, pour tout
réel x, (f o k)(x) = f(k(x)) = f(a,) = x donc, en dérivant, on obtient, pour tout réel z,
K'(x) x f'(k(z)) = 1. Or, on a vu dans la Partie C que, pour tout réel x,

f'(k(z)) = f'(az) = Va2 +1
1

donce, pour tout réel z, kK'(z) x Va2 4+ 1 =11e k(z) = —(——.
vz 41
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Exercice N°3 :

f est une fonction définie et deux fois dérivable sur [0;4] dont on donne
la représentation graphique C ci-contre.

Les tangentes T} et T3 sont paralléles & ’axe des abscisses respectivement
aux points N et Q.

; 5 . ’
T, est la tangente & C au point P (2; 5) et le point P est un point
d’inflexion de la courbe C.
1.

Déterminer f'(1), f’(2) et f’(3) graphiquement en justifiant la
réponse donnée.

Déterminer une équation de la tangente T

Déterminer f”(2) (justifier la réponse)

Rappeler la définition d’une fonction convexe sur un intervalle T
de R.

et déterminer la convexité de f

En déduire les variations de f’ et le signe de f”(x)

1) T, estlatangente en 1 3 C,. Comme elle est horizontale , £ '(1) = 0 (coef dir nul)

On lit le coef directeur de la tangente T, : £'(2) = —1,5

T, est la tangente en 32 C,. Comme elle est horizontale , "(3) =0 (coef dir nul)

2)y=

F'(2)(x=2)+r(2) y= —1,5(x—2)+2,5 y= —1,5x+45,5

3) La courbe C, admet un point d’inflexion en x = 2 car la tangente T, traverse la courbe

donc £''(2) =0

4) Une fonction est convexe sur un intervalle I si et seulement si sa courbe représentative est au dessus de ses

tangentes sur |

f est convexe sur [2;4] et concave sur [0;2]

5) f convexe ssi f ' croissante ssi f '’ positive

f concave ssi ' décroissante ssi '’ négative

Exercice N°4 :

Soit f(x) = x+1+xe

1) Démontrer que £ '(x) = 1+(1—x)e” " puis que £ ''(x) = (—2+x)e”

X

X

Facile

2) Déterminer une équation de la tangente & C, au point d’abscisse 0
y= £'(0)(x=0)+£(0)
y = 2x+1

3) Déduire des questions précédentes, sans calcul, que pour tout x < 2, f(x) < 2x+1

pour tout x <2, —2+x est négatif donc £ '’ est négative d’ou f est concave et donc C, en dessous de ses

tangentes pour x < 2 en particulier, C, est en dessous de sa tangente en 0

ce qui signifie que pour tout x < 2, f(x) < 2x+1

Exercice N°5 :

Da) f(x)=(3—x)e"+1 donc f'(x)=—e"+(3—x)e" = (2—x)e"

fr(x)=—e"+(2—x)e* = (1—x)e”

b) 11 faut étudier le signe de f’

Comme e” est positif pour tout x, f’(x) est du signe de 2—x donc :

pour tout x € ]-00;2], £’(x)=0 et f est croissante
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pour tout x € [2;+00o[ , £7(x) est négatif et f est décroissante

X —00 2 +00
f'x) + 0 —
e’+1
f(x) e N

c) Il faut étudier le signe de . Le signe de f”’ est celui de 1-x donc

X

—00

1

+00

0

signedef "’ +

pour tout x € ]—oo;1], £’ est positive donc f est convexe
pour tout x € [1;+oo[, £ est négative donc f est concave

La dérivée s’annule en changeant de signe en 1 donc la courbe admet un point d’inflexion
d’abscisse 1

2)a) g'(x)=—3x"+6x = x(—3x+6)

g’(x) est donc un polynéme du second degré de racines 0 et 2 donc il est du signe de a sauf entre ses
racines :

X —0 0 4
g'(x) - 0 + -
g(x) N el N
-1 -17

(0)=-1 et g(2)=3 et g(4)=-17
b) L’équation de la tangente est: y=g'(1)(x—1)+g(1) avec g(1)=1 et g’(1)=3 donc
y=3(x—1)+1
y=3x—2

c) g''(x)=—6x+6
Pour tout x € ]—o0;1], g”’(x) est positive donc g est convexe
Pour tout x € [1;4], g7’ (x) est négative donc g est concave

La dérivée seconde s’annule en changeant de signe en 1 donc la courbe admet un point d’inflexion
enx=1

d) En x = 1, la courbe admet un point d’inflexion donc la tangente traverse la courbe en x = 1 et
comme g passe de convexe a concave, on a donc la courbe au dessus de la tangente sur ]—oo;1[ et en
dessous sur [1;4] c’est a dire h positive sur ]—oo;1[ et négative sur [1;4]
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