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Exercice N°1 :
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Exercice N°2 :
1.a. Reproduire et compléter ’arbre de probabilités ci-contre, relatif aux trois premieéres

semaines.
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1.b. Démontrer que p (Az) = 0, 85.
Les événements A, et A, formant une partition de 1’univers, on a d’aprés la formule des probabi-
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lités totales :

P(As) = P(A3N Az) + P (AsNAy)

P(A3) = P(A3) X Pa, (A3) + P (A3) x P (A3)
P(A3) =0,9 x 0,9+ 0,1 x 0,4

P(A3) = 0,81 + 0,04

P(A3) =

1.c. Sachant que le client achéte un melon au cours de la semaine 3, quelle est la probabilité
qu’il en ait acheté un au cours de la semaine 2? Arrondir au centiéme.
La probabilité cherchée est P4, (A2) soit :

PAs (AQ) - Hﬁ?—w
~0,9%0,9
0,85
_ 81
85

PAg (AQ) =] %

On peut représenter la situation par 1’arbre suivant :
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Les évenements (A,) et (An) forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des
probabilités totales on a pour n entier, n = 1 :

Pn+1 = P (An+1) — I~ (An M An+1) + P (A_nm An+1)
Pn+1 = 0,5pn +0,4

Notons pour tout entier naturel n» = 1 le postulat
(PT?.) : p??. >0‘8

e Initialisation
Pour n = 1, le postulat (/) est vrai puisque : p; = 1 > 0, 8.
e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P, ) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi
vrai au rang 7t + 1.
D’apres la question (B.2.) on a : Rafmaths.com
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Pn+1 = 0,5p, + 0,4

On applique alors 1’hypothese de récurrence qui implique que : (F,) soit vérifié et
donc que p, > 0.8, on a alors :

Pn+1 :015p71+034 > 035 x 018+014:O:8

On a alors montré que p,4+1 > 0, 8 et donc que ([, 41) est vrai.
Conclusion
On a montré que (/) est vrai. De plus, si I’on suppose le postulat ( F,) vérifié,

alors il I’est aussi au rang suivant, (£, 1) est vrai. De ce fait la relation est vrai
pour tout entier 1z = 1.

pn > 0,8

Pour nentier, n > 1 :

Oa Sp'n + 07 4 — Pn
—0,5p, + 0,4
0, 5 (_pn + O, 8)

Pn+1 — Pn

Or on vient de montrer dans la question (B.3.a) que p,, > 0, 8 donc pour n entier, n > 1
Pn = 078 — (__p'n, +0-8) = 0

Donc
0,5 ('_pn =, 8) <0< Pn+1 — Pn < 0

La suite (p,,) est décroissante.

La suite (p,,) est décroissante et minorée par 0,8, elle est donc convergente vers L >
0, 8.

Les suites (p,,) et (v,,) sont définies pour tout entier n par :

(pn) : { ‘ (vn) : {

Pour tout entier n = 1 on a :

—1
= 0.5 % p, + 0,4

P1

Prn+1

m

UVn — Pn _08

Vn+1 = Pn+1 _018
Un41 — (015 Pn + D..‘-l) —0,8
Un+1 = 0,5 X pp —0.,4

] —0.4
Un4+1 = U0 X | p + 05
Un4+1 — 0,5 x (pn _018)
Un+1 = 015 K Un

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 0.5, et de premier terme

v1 = 0,2 puisque :
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vy = p1 —0.8

v =1 —-0.8
m = 0.2
Soit :
v = (0,2
(vn) : ! ' V=1
Vn+1 — 05 X Vn

La suite (v,) est géométrique de raison ¢ = 0,5, et de premier terme v; = 0,2 donc
son terme général est
Vn>1; v, =v X (q)n_l

Soit

Vn>1; v, =02x (015)71_1

De I’égalité définie pour tout entier n > 1 :

Un — pn —0.8
On peut en déduire I’expression :

Pn = vp + 0,8

Soit :

VYn>1; p, = 0,2 x (0,5)”_1 + 0.8

On a alors pour n entier, 2 > 0 :
Pn=0,2x0,5"1%x0,6"+0,8=0,8+0,4x0,5"

Soit pour tout n > 1,

2 i3
Pn=20,84+—=x0,5
9]

[Théoréme 1]
Sileréel gesttelque: —1 <g<lona: lim ¢" =0.

n—-4oo

Ici —1 < ¢g=0,5< 1etd apres le théoreme lona: lim (0,5)" = 0. Donc:
n—-+00

im 0,2 x (0,5)" ' =0= lim (032 x (0,5)"1 +078) ~0,8
n—-+oo n——+oo ~ ~ s
Pn
Ce qui nous donne la limite de la suite (p,,) :
lim p, =08 Rafmaths.com

n—+oo

Cela signifie qu’a long terme, la probabilité qu’un client acheéte un melon sera de 0,8.
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Exercice N°3 :

1. a. Arbre pondéré complet

b. Les évenements A, et B, forment une partition de 'univers donc d’apres la formule des
probabilités totales, on a:

P(An+1) = Pa, (AnnNApt1) + P, (BN Ap+1)
an+1 =0,8a,+0,3(1—a,)
an+]_ = 0, 5an +0,3

1. Etude d’'un cas particulier. Dans cette question, on suppose que a =0, 5.

a. Montrons par récurrence, que pour tout entier naturel n >1,ona:0< a, <0,6:
e Initialisation :
a1 =a=0,5donc0 < a; <0,6 La propriété est vraie au rang 1
o Hérédité :
On suppose que pour un entier naturel n > 1 arbitraire on a 0 < a,, < 0,6 et sous cette
hypothése on va prouver que 0 < @,+1 < 0,6

0<a, <0,6
0<0,5xa,<0,5x0,6 enmultipliant par 0,5
0<0,5a,<0,3
0<£0,3<0,3+0,5a,<0,6 enajoutant0,3
0< an1<0,6.

La propriété se transmet au rang suivant.

¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 1 et, elle est héréditaire a partir de ce rang donc d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout n > 1.

b. Pourtoutn>1,ona: an+1—a, =0,5a,+0,3—a,
=-0,5a,+0,3.

Or, d’apres la question précédente, on a :

a, <0,6
—0,5a, > —0,3 en multipliant par -0,5
-0,5a,+0,3 >0 enajoutant0,3

Ap+1— an = 0.

La suite est donc croissante. Rafmaths.com
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c. La suite est croissante et majorée par 0,6, donc, d’apres le théoréme de la convergence
monotone, la suite est convergente vers une limite ¢ < 0, 6.

lim (0,5a,+0,3)=0,5¢+0,30r lim a,,;= lim a,="~¢.
n—+oo n—+oco n—+oco

Donc, par unicité de la limite,ona: 0,5+ 0,3 =¢ donc 0,3 =0,5¢ qui donne |/ =0,6
La suite (a,) converge vers 0,6.

2. Etude du cas général. Dans cette question, le réel a appartient a l'intervalle [0 ; 1].
On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n > 1 par u,, = a,, — 0, 6.

a. Pourtoutn,ona: Upi1 = Apsy — 0,6
=0,5a,+0,3-0,6
=0,5a,-0,3
=0,5(a,—0,6)
=0,5uy,

La suite (u,) est donc géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme u; = a; — 0,6 =
a—0,6.

b. Puisque (u,) est géométrique, u, = u;q" ' =(a-0,6) x0,5" ! (n>1).

Comme u, = a,—0,6,ona:a,=u,+0,6donc|a,=(a—0,6)x0,5""1+0,6/

c. —-1<0,5<1donc lim 0,5"'=0dou, par produit et par somme, | lim u©, =0,6|

n—+oo n—+oo

Cette limite ne dépend pas de la valeur de a.

d. Surlelongterme, la probabilité que le joueur fasse une partie de type A est 0,6 et donc celle
qu’il fasse une partie de type B est 0,4. Le joueur verra plus souvent la publicité insérée dans
les jeux de type A.
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