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Exercice N°1 : ecr,On

3
On considere la fonction f définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par: f(x) =x+4—-4In(x) — —,
X

ol In désigne la fonction logarithme népérien.
On note ¥ la représentation graphique de f dans un repere orthonormé.

1. On détermine la limite de la fonction f en +oco.

1 3
f[x]:x(1—4 nm]+4—;
1 |

lim n =0 = lim x(1—4 I][x])+4=+oo

r—too X r—+oo = lim f(x) = +oo
. X—+0o0o
lim —=0
X—+o0o X

2. On admet que la fonction f est dérivable sur ]0; +co[ et on note f’ sa fonction dérivée.
f’(l’)=1+0—i+i= X2_4—x_+_3
x x? x2
3. a. On cherche lesigne de f'(x) sur]0; +ool :
x?—4x+3=(x-1)(x-3)

x 0 1 3 +00
x?—4x+3 + tii - tl] -
x? 0 + +
[ R SR
3 3
f)=1+4-4In(1) - 1= 2; f(3)=3+4-4In(3) - 3= 6—4In(3) = 1,69
On établit le tableau des variations de f en admettant que que lin% f(x)=—oc0:
X—
X 0 1 3 +00
' + 4’ — ‘it +
+0o0
fx)
—00 6—-4In(3) = 1,61

5 5
b. ¢« —€]—-o00; 2] doncl'équation f(x) = 3 admet une unique solution dans I'intervalle

10; 11.

5 5 i X 5
. 3 ~1,67 et f(3) =6—-4In3 = 1,61 donc 3 € [6—-4In3; 2], doncl'équation f(x) = 3
admet une solution unique dans l'intervalle ]1 ; 3[.

5 5
¢« —€[6-4In3; +ool, donc f(x) = 3 admet une unique solution dans l'intervalle
10; 11.

5

Conclusion : I'équation f(x) = 3 admet donc trois solutions dans ]0 ; +col.

Voir cidessus les valeurs approchées des solutions.



4. Pour étudier la convexité de f, on détermine le signe de f”, la dérivée seconde de f.

fl(x)= # donc
100 = (2x —4) x x? —[.22—4x+3} x2x _ (2x" —4x-2x"+8x—6) xx _4x—6
x x* x3
X 0 % +o0
4x -6 - J) +
X |0 + +
() - (] +
f concave [ convexe

P , . 3
La dérivée seconde s'annule et change de signe pour x = > donc la courbe € admet un

. : . : .3
unique point d’inflexion d’abscisse >

3\ 3 3y 3 11 3 7 3
fl2|=2+4-4ln|2|-2=—-4In|2|-2=2--4mn|=
2) 2 2) 72 2 2 2

3 7 3
La courbe ¢ admet un unique point d’inflexion de coordonnées {— ; ——4In ( > ]]

Exercice N°2 :

Partie I : étude d’'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur |0 ; +oof par: g(x) =In(x) +2x-2.

1. On détermine les limites de g en +co et 0.
xlir}] In(x) = +co
— 00 z —
lim 2x-2=+00 [ xih§™) =40
X—+00

limIn(x) = —co }
x—0
x>0

= lim g(x) = —o0
lin"(1)2x—2 =-2
X—

x—0
x>0

1
La fonction g est dérivable sur ]0; +oo, et g'(x) = < +2>0; donc la fonction g est stricte-
ment croissante sur |0 ; +ecol.

3. On établit le tableau des variations de la fonction g :




g(x)

D’apreés ce tableau de variations, on peut dire que I’équation g(x) = 0 admet une unique
solution a sur |0 ; +ool.

4. g(1) =0donc a = 1.
On en déduit que g(x) <Osur]0; 1[, et que g(x) >0sur]l; +ool.

Partie II : étude d’une fonction f

1
On considere la fonction f, définie sur ]0; +oo[par: f(x) = (2 — —) [In(x) —1].
X

1. a. On admet que la fonction f est dérivable sur |0 ; +col et on note f’ sa dérivée.
Pour tout xde ]0; +cof,ona:

X

, 1 1 1 In(x)—1+2x—1 Inx)+2x-2 g(x)
f(x}:[ﬁ)(ln(x)—l)+(2f;][ ]: P = = = 2z

b. Sur]0; +ool, x2 > 0donc f’(x) est du signe de g(x) qui s’annule pour x = 1.
fa= (27 %] (In(1)—1)=-1

On dresse le tableau de variations de f:

X 0 1 +oo
g(x) - til +
[/ (x) - 0 +

e \ 1/7

2. f(x) =0 < [2—%J(In(x)—l]=04=r 2—%:0011111[]6)—1:0

1 1
«— 2=—=—ouln(x)=1 4=>x=50ux=e
X

1
L'équation f(x) =0 admet donc deux solutions sur 10; +oo[: x = > etx=e.

On compléte le tableau de variations de f en intégrant les solutions de I'équation f(x) =0:

o=
—
e

X 0

f \0\ /6/

-1

+o0o

On en déduit le tableau de signes de la fonction f sur |0 ; +ool:

x 0
J(x) +

0]

+o0o

S o~
|

S
+

Partie III : étude d’une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

On admet qu'il existe une fonction F dérivable sur ]0; +oo[ dont la dérivée F' est la fonction f.
Ainsi,ona: F = f- On note 6F la courbe représentative de la fonction F dans un repére ortho-

normé (O ; T, 7]

1. Par définition F’' = f, donc le signe de F’(x) est celui de f(x). On en déduit les variations de
la fonction F sur ]0; +ool :




X 0

S|~

F'(x) = f(x) +

F F croissante F décroissante F croissante

2. Le coefficient directeur de la tangente en x = a a la courbe € représentative de F est F'(a)
soit f(a). Pour que 6F admette des tangentes paralléles a 'axe des abscisses, il faut trouver
des valeurs de x pour lesquelles F'(x) = 0 c’est-a -dire flx)=0.

D’apres les questions précédentes, on peut dire 6 admet deux tangentes paralléles a 'axe
des abscisses, en x = % etenx=e.

Exercice N°3 :

A A T
4
[ / SN
3 [
| e
2 = =~
1
(l)- - 2 3 R L€
|
1. Parlecture graphique: f(1) =4 et f'(1) =0.
a+blnx
f(x) = ———— o1 a etb sont deux nombres réels.
X

2. f estune fonction quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +oc et sur cet intervalle :

o)== =

b

xx—1(a+blnx) b-a-blnx

X2
3. En utilisant les lectures du 1. :
a+blnl
f[1)=T=44=>a=4;
b—4—bnl
f’(1)=1—2=0 — h-4=0 < b=4.

Dans la suite de I'exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel x de l'inter-

valle 10 ; +ocof par:

4.

Foo = 4+4lnx_

Inx
e On sait que lim — = —oc0, donc lim f(x) = —oo;
x—0 X x—0

4 4lnx
e Ona f(x)=—+ ;
x x

4ln x

.4 . . -
Ona lim — =0etonsaitque lim =0, donc par somme de limites :
X

Xx—+oo x —+00 X
lim f(x)=0.
X—+0o0o

Onadoncsur]0; +oof, f'(x)= a qui a pour signe celui de —41n x.

x2
On sait que sur]0; 1[, Inx <0, donc f'(x) >0 sur]0; 1[;

Par contre sur ]1; +oo[, Inx >0, donc f'(x) <0sur]0; 1[;

f'(1) = 0, donc le point de coordonnées (1; 4) est le maximum de la fonction sur

10 ; +ool.




La fonction f est donc croissante sur ]0; 1[ de —oo a 4, puis décroissante sur [1 ; +oo[

de 4 a 0 avec un maximum 4 pour x = 1.

f’étant une fonction quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +ool est dérivable et sur

cet intervalle :

N L xx?2-2xx(-4lnx) _ —4x+8xlnx —-4+8Ilnx
f'x) = pr = p =—
La courbe présente un point d’inflexion lorsque la dérivée seconde s’annule. Or :

" —4+8Ilnx 1
["x)=0 —3=0 — —4+8lnx=0 << —-14+2lnx=0 < lnx:z —

x
x=e? ~1,649 (ouve).
1\ 4+4x% 6 6
L'ordonnée de ce point unique d’inflexion est f [ei] = - = —=—=3,639.
ez ez Ve

Ce point d’inflexion et la tangente en ce point sont indiqués sur la figure ci-dessus.

Exercice N°4 :

1.

a. Onalimx?=1lim—-6x=0etlimlnx = —oco, donc lim —4ln x = —co et par somme
x—0 x—0 x—0 x—0
de limites : ]iIT,(l) f(x) = —co.
X—

Graphiquement ce résultat montre que la droite d’équation x = 0 (axe des ordon-
nées est asymptotoe verticale a 6y au voisinage de 0.

6
b. On a puisque x>0, x?—6x = x? (1— —].
X

6
e lim — =0, donc
X—+0o X

6
e lim 1— — =1 (par somme de limites), puis
X—+00 X

e lim x?% = +oo, d’ol1
X—+0o0
6
e lim x° (1 — —) = +oo (par produit de limites) ; enfin
X—+00 X
e lim In(x) = +oc0, donc finalement :
X—+0o0

XEIPOOf(x} = +oo (par somme de limites).

a. Surl'intervalle ]10; +oo[, [ estdérivable et sur cet intervalle :
1 2x?-6x+4

"x)=2x—-6+4x — =
[ * % x

b. Comme x > 0, le signe du quotient est celui du numérateur, donc du trinéme
2x? —6x + 4 ou plus simplement du trinéme x? —3x + 2.
Celui-ci a une racine évidente : 1 et I'autre 2 (puisque le produit des racines est
2).

On alors que f’(x) est positif sauf sur 'intervalle ]1; 2[ ot1 f'(x) <0

La fonction f est donc croissante sauf sur l'intervalle ]11; 2[ ou elle est décrois-
sante.

Onaf(l)=1-6+4In1=0-5=-5et f(2)=4—-12+4In2=In2-8.

D’ou le tableau de variations :

3.

x |0 1 2 +0o0
f1) + ¢ - 0 +
-5 +0o
—0o0 In(2) -8

e Ona f(4)=16-24+4Iln4=-8+8In2=—-2,45et f(5) =25-30+4In25=4In25-5=
7,88;

e Surl’intervalle [4; 5], la fonction est continue car dérivable et strictement croissante,
donc:



4.

Exercice N°5 :

1.

2.

3.

5.

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique « €14 ; 5] tel
que f(a) =0
2x*—4
" —
[l =—57—
a. Ona2x?—4=0 < 2(x*-2)=0 < x*-2=0 < (x+V2)(x—V2)=0 —
x+v2=0 x=-V2
x—V2=0 x=v2
Le trindme, donc f"'(x) est positif sauf sur 'intervalle ]—\/E; \/E[ ou ici puisque
x>0, f"(x) est positif sauf sur I'intervalle |0 ; v2[. Conclusion :
e Sur lintervalle |0; v2], f”(x) <0, la fonction f est concave;
 Surlintervalle |v2; +oo], f”(x) >0, la fonction f est convexe;
e f”(v2) =0:le point d’abscisse v'2, donc d’ordonnée f() =2—-6v2+4InVv2 =
p

1
2-6V2+4x 2 In2 =2—-6v2+2In2 est le point d’inflexion de 6f, car en ce point
la dérivée seconde s’annule en changeant de signe.

b. « Pour k €]0; v/2[, [AMj] est une corde de la courbe d’une fonction concave donc
[AMj] est en dessous de €.
e Pour k €]V?2 ; +oo[, [AM;] est une corde de la courbe d’une fonction convexe
donc [AM}] est au-dessus de €.

e g(1)=2x0-1x0=0;

e gle)=2x(e—1)—exlne=2e-2-elne=e—-2.

On sait que lim xInx =0, donc limOg(x):—Z.
X—+

x—+0

g est une somme de produits de fonctions dérivables sur ]0; +oco[ et sur cet intervalle :
1
gx)=2x1-Inx—xx = =2-lnx—-1=1-Inx.

Etude du signe de la dérivée: g'(x)=1-Inx:

e 1-Inx>0 < 1>Ilnx < Ine >Inx < e > x, donc g est croissante sur
I'intervalle |10 ; e[;

e 1-lInx<0 < 1=Inx < Ine=Inx < e = x, donc g est décroissante sur
I'intervalle le ; +ool;

e l-lnx=0 <= 1<Inx < Ine<Inx < e < x, donc g(e) = e —2 estle maximum
de g sur]0; +ool.

D’ot1 le tableau de variations de g :

X 0 e +00
g'(x) + I -
=0,718
-2 —00

e Surl'intervalle ]0; e[, la fonction g est dérivable, donc continue; comme -2 <0 <e,
il existe d’aprées le théoréme des valeurs intermédiaires un réel unique f de I'intervalle
10; e[, tel que g(pB) = 0. Or de facon évidente g(1) =0, donc B =1;

» Surl'intervalle Je ; +ool, la fonction g est dérivable, donc continue; comme

0,718 > 0, il existe un réel unique a tel que g(a) =0, avec a €]e ; +ool.

Onag(4,9) =0,01 et g(5,0) = -0,05,donc4,9<a <5,0;

g(4,92) = 0,0009 et g(4,93) = —0,005, donc 4,92 < a < 4,93.

D’apreés la question précédente on peut dresser le tableau de signes de g sur J0; +ool :




PARTIE B : Etude de la fonction f

x 0 1
g(x) - ¢+

On considére dans cette partie la fonction f, définie sur |0 ; +oco[,par

f(x)=3x—xIn(x) —2In(x).

On note ' la fonction dérivée de f.
La représentation graphique % de cette fonction f est donnée dans le repére (O 51, ] ]
ci-dessous. On admet que : lir% f(x) = +oo0.

X—

N

= Y=

1. Ona: f(x) =x[3—]nx—2T

»

lnx]

. In x . .
Or lim — =0,et lim —Inx = —co, donc par somme de limites
X—+00 X X—+00
. Inx
lim [3—-Inx—2——| = —c0.
X—+00 X

Comme lim x= +oo, par produitde limites: lim f(x)= —oco.
X—+oo Xx—+oo

2. a. Sur |0 ; +ool, la fonction f somme de produits de fonctions dérivables sur cet

intervalle est dérivable et :
, 1 1 1 2 2x—xIlnx-2
ffx)=3-nx—xx—-2x—=3-lhx-1-—=2-Nnx—-—=———— =
X X X X X
(x—-1)—xIlnx  g(x)

X X

b. Le résultat précédent montre que puisque x > 0, le signe de f'(x) est celui du

numérateur g(x) étudié a la question 5. de la partie A.
Donc f’(x) > 0 sur I'intervalle [1; a] : f est croissante sur cet intervalle;

f(x)<0sur]0; 1[ et sur Ja ; +oo[ : f est décroissante sur ces deux intervalles :
(f(a) =3,73)

X 0 1 a +00o
') S B T
+00 =3,73
f \ . / \ )




3. Comme x* >0, pour x > 0, le signe de f”'(x) est celuide 2 — x :
e 2—x>0 < x<2doncsur [0; 2] la fonction f est convexe;
e 2—x<0 < x>2doncsur [2; +oo] la fonction f est concave;

e 2-x=0 < x=2donc le point de coordonnées (2 ; f(2)) est le point d'inflexion
de la courbe Er.

f(2)=6-2In2-2In2=6-4In2 = 3,23. (voir la figure : la tangente au point d’abscisse
2 traverse la courbe)



