[ Terminale ][ Série 1 : Fonction exponentielle ][ OMRT Rafik ]
G
Exercice N°1 : orr eCtiop
lim e =0 Par quotient
1 E _ : X——00 i
VBT e =1 [ lim f()=0
=" 1
2) En +oo, onchange la forme : f(x) = —T1
I+ ;

. : .1 . .
lim e = +co par quotient lim — =0 par somme et quotient lim f(x) = L.
X—+00

X—+00 X—+00 @

3) a) La fonction f est dérivable que R par opération de fonctions dérivables.

2x X

e+ )-e"xet P+ef-e e

f(x) = @+ 1) =T ilE T @iy >0, VYxeR

b) La fonction f est croissante sur R. On obtient le tableau de variation suivant :

X —00 0 +00

S ) +

&, 3

Exercice N°2 :

1) VxeR, f(—x)= % - % (e +e*) = f(x).

La fonction f est paire donc € est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

. _ et lim e =+
hm e ¥ = O x—+00

X—+oo

2 X—r+00

lim e* =0

X——00

lim —x = —00} par composition

Par somme et produit : lim f(x) = —co.
X—+o00
Par symétrie de la fonction paire :  lim f(x) = —co.
1
3) fi(x) = ~3 (ef—e™). Doufix)=0 & =" & x=—x & x=0.

1
f(x)>0 @—E(ex—e‘x)>0 & f-ef<l e e<e e x<—x e x<0.

On obtient le tableau de variation suivant : X —00 0 +00
7 1 5 S'x) 0 -
f(O):E—z(lJrl):E- 5
JS(x) TP T~
—00 —

4) Sur [0 ;+oo[, la fonction f est continue (car dérivable), monotone (croissante) et

change de signe car f(0) = =~ et lim f(x) = —oo, d’aprés le théoreme des valeurs
X—+00

intermédiaires, 1’équation f(x) = 0 admet un unique solution a.




Par symétrie de 6r on déduit que —a est aussi solution de f(x) = 0 sur | — oo, 0].

L’équation f(x) = 0 admet donc exactement deux solutions sur R et ces solutions sont
opposées.

Pour information : « = 1,925a 107°.
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Exercice N°3 :

1) Onsaitque VYxeR, ef>x © " —x>0.
Le dénominateur n’est donc jamais nul. La fonction f est définie sur R.

. .. , , ) 1
2) a) Six est non nul, on divise numérateur et dénominateur par x : f(x) = = .
— -1
x
._e . e . .
b) e En4co: lim — =400 = lim — —1 =400 parquotient lim f(x) = 0.
X—+00 x X—+00 x X—+00
lim e* =0 Par quotient
e En—co: *77 s par somme et quotient lim f(x) = —1
1111‘] X = —00 l]m — = 0 xX——00
X——00 x——o0 X
e ¢ admet 2 asymptotes horizontales y =0 en+co et y = -1 en —oco.
ef—x—-x(e"-1) e'—x—xe+x €e(1-x)
3 ’ = = = .
R P o S P
b) e f'(x)=0 & x=1car YxeR, >0
e Lesigne de f'(x) est celuide (1 — x).
X —00 1 +00
S (x) + =
1
f(x) / e—1 \
-1 0
4) L’équation de latangenteen0: y = f/(O)x+ f(0) & y=x
5) Pour tracer soigneusement ¢y, on calcule quelques images :
1 - 2
f)=—5=0,58, f(0)=0, f-)=—7~-073, fQ)=_5—5=~037

On peut remarquer qu’en x = 0, la courbe 4 admet un point d’inflexion.
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Exercice N°4 :

Partie A
) gix)y=e"=1 et e-1=0 & x=0.

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, g’(x) > 0 si
x> 0.

Le fonction g est donc strictement croissante sur [0; +oo[

2) g(0) = 0 comme g est croissante sur [0; +co[, donc la fonction g est positive si
x>0

3) Comme g(x)>0si x>0, ona e—x>1>0.
Partie B

1) Comme f eststrictement croissante sur [0;1]: 0<x<1 &  f(0) < f(x) < f(1)
or f(0)=0 et f(1):z:—1:1 donc 0< f(x) < 1

La fonction f est stable sur [0;1].

2) a) Ona: f(x)—x:gv_l—x
e*—x
e —1-xe"+x
- e’ —x
_e(l-x)+x -1
- e*—x
(=) +(x=1)(x+1)
B eX—x
_e(l-x)-(1-x)(x+1)
B e —x
C(I=x)e"=x-1)
B er—x
_ (1- 1))
eX —x

b) Si x€]0;1[ ona: 1-x>0, gx)>0, e -x>0

Done si x €]0; 1] f(x) — x > 0. La courbe (C) est donc au dessus de la droite (D).
La droite (D) coupe (C)enOet 1 car f(0)=0 et f(1)=1.




Partie C

1) Cfannexe

! 1 y
2) Soit P,:Vn e N, 7 < U, < Uy < 1. Montrons P, par récurrence :

1
e Initialisation : ona uy = 3 & = f(i)

or f est croissante et stable dans [0, 1], donc Sug < up < 1. Pyest vraie.

N —

e Hérédité : On suppose que : < u, < U,y < 1. Comme la fonction f est

N —

croissante et stable sur [0; 1], ona:

S Upyl S Upy2 S 1

N —

f(%) < f) < flum) < (1) ©

P, est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, la proposition P, est vrai pour tout entier naturel .

3) La suite (u,) est croissante (u, < u,,) et majorée par 1, donc la suite (u,) est conver-
gente. Comme la fonction f est continue sur [0; 1], d’apres le théoréme du point fixe,
la limite ¢ de la suite (u,) vérifie : € = f({).

De plus de la partie B, on sait que I’équation f(x) — x = 0 sur [0;1] admet comme

solution 0 et 1. Comme ¢ > >’ ona ¢=1.
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Exercice N°5 :
1) Etude d’une fonction auxiliaire
a) Limite en +o0
. 2 :
xl_lgiox = too Par produit et somme
lim e = +co lim g(x) = +oo
X—+00 X=r+oo



g est dérivable sur R, comme produit et somme de fonctions dérivables :
g'(x) = 2xe* + x*e* = xe*(x + 2)

Comme x > 0, € > 0 et x+2 > 0. Donc g’(x) > 0, la fonction g est donc
croissante sur R, .

On a alors le tableau de variation suivant :

X 0 +00
g (x) (0 +
400
g(x) -
-1

b) SurR,,
e la fonction g est continue (car dérivable), monotone (croissante)
ect 0egR,)=[-1;+00].

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1l existe un unique réel a € R, tel
que g(a) =0

¢) A I’aide d’une méthode par dichotomie, on trouve : 0,703 < a < 0,704

d) Comme la fonction g est croissante, on a :
e Six<a, g(x)<0 e Six>a, g(x)>0

2) Etude de la fonction f

a) On détermine les limites en 0 et +co par somme :

Ime* =1

Par somme lim & = +oo
0 [ lim /(x) om e Par somme
. m f(x) = +o0 .
lim — = 400 : = 400
x—0 X '1';;)8 lim - = 0 x1—1>I11w f(x) *
x>0 x—+00 X

1 xXPe-1 gx)
b) Ona: f(x)=¢"'——= = = .
) Ona: f'(x)=¢ 2 p "

c) D’apres I’étude de la fonction g, on a sur R, le tableau de variation suivant :

x 0 a +00
S(x) - ) +
+00 oo
f(x) T @ _—

1
d) Le minimum m de la fonction vaut: f(a) = e* + P

. 1
or,onsaitque ga)=0 & de'-1=0 o ¢ ==
a
1

1
En remplagant, on trouve alors :  f(a) = — + —
a’ a



e) D’aprés la question 1¢), on sait que : 0,703 < a < 0,704
Comme la fonction inverse est décroissante et la fonction carrée croissante sur R, ,
on a alors :

1

1 1 1 1 1
\<\ —
0,704 a

et —— < S —
0,703 0,704 ~ 4*  0,703?

<

1 1 | 1

Par somme, on obtient alors : 0.704 + 0. 708 Sm< 0,703 + 0.7032

3,43 <m <3,45




